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Resume. — 

On construit une base de la i^-theorie equivariante des tours de Bott, et on decrit 
precisement la structure multiplicative de ces algebres. On en deduit des resultats 
analogues pour les varietes de Bott-Samelson. Le lien entre les varietes de drapeaux 
et les varietes de Bott-Samelson nous permet alors de donner une methode de calcul 
des constantes de structure de la if-theorie equivariante des varietes de drapeaux par 
rapport a la base construite par Kostant et Kumar dans [17]. 

Abstract (Equivariant K-theory of Bott towers. Application to the multi- 
plicative structure of the equivariant K-theory of flag varieties) 

We construct a basis of the equivariant A"-theory of Bott towers, and we describe 
precisely the multiplicative structure of these algebras. We deduce similar results for 
Bott-Samelson varieties. Thanks to the link between flag varieties and Bott-Samelson 
varieties, we give a method to compute the structure constants of the equivariant K- 
theory of flag varieties in the basis constructed by Kostant and Kumar in [17]. 



Classification mathematique par sujets (2000). — 19L47, 14M15 14M25. 
Mots clefs. — K-theorie equivariante, varietes de drapeaux, varietes toriques. 



1. Introduction 



Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe connexe. Soient B C G un sous- 
groupe de Borel de G, et T C B un tore compact maximal de B. On note R[T] 
l'anneau des representations de T et X — G/B la variete de drapeaux associee a ces 
donnees (plus generalement, on s'interessera aux varietes de drapeaux des groupes de 
Kac-Moody). La multiplication a gauche dans G induit une action de T sur X. La K- 
theorie T-equivariante de X, notee Kt(X), a ete initialement identifiee par Kostant 
et Kumar dans [17]. lis construisent notamment une base {4> w } w ew de K T (X) en 
tant que i?[T]-module, oil W est le groupe de Weyl de X. Une fois qu'on a construit 
une base de Kt(X), un des problemes fondamentaux est de trouver des formules 
pour multiplier deux elements de cette base. La meme question se pose pour la K- 
theorie ordinaire de X, notee K(X). Dans [19], Pittie et Ram donnent une formule 
pour multiplier dans K(X) la classe d'un fibre en droites par une classe [O^ ], oil 
pour w G W, e designe la classe du faisceau structural de la variete 

de Schubert X w C X. Ce resultat a ete initialement formule pour G = SX(n,C) par 
Fulton et Lascoux dans [11]. Dans [5], Brion determine le signe des constantes de 
structure de K(X) par rapport a la base {[O^ J}u, 6 vv- Un des objectifs de cet article 
est de donner une methode de calcul generale des constantes de structure de Kt(X) 
par rapport a la base {tp w } w ew- 

Les varietes de Bott-Samelson ont ete initialement introduites par Bott et Samel- 
son dans [4]. Ces varietes sont munies d'une action de T et d'une application T- 
equivariante a valeurs dans X. Dans [8], Demazure montre qu'elles permettent de 
desingulariser les varietes de Schubert. 

Les tours de Bott sont des varietes toriques particulieres construites par fibrations 
successives de fibre CP 1 , et sont munies de Taction d'un tore compact D de meme 
dimension que la variete. Une variete de Bott-Samelson T munie de Taction du tore 
T peut etre vue comme une tour de Bott Y, et Taction de T sur T s'identifie a celle 
d'un sous-tore de D sur Y . 

Dans [21], on a donne une premiere description de la cohomologie et de la K- 
theorie equivariantes des varietes de Bott-Samelson, et on a explicite le lien avec les 
varietes de drapeaux. Grace a ces resultats, on a donne une preuve geometrique des 
formules de restrictions aux points fixes d'une base de la cohomologie T-equivariante 
de X. Ces formules ont ete initialement demontrees par Sara Billey dans [3]. De plus, 
on a trouve une formule pour les restrictions aux points fixes de la base {ip w } w ew 
de Kt{X). Ces formules ont ete determinees independamment par William Graham 
grace a d'autres methodes dans [14]. 

Dans [22], on a decrit precisement la structure multiplicative de la cohomologie 
equivariante des varietes de Bott-Samelson (plus generalement des tours de Bott), 
puis, en s'inspirant des methodes utilisees par Haibao Duan dans [10], on a deduit des 
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resultats de [21] une methode de calcul des constantes de structure de la cohomologie 
equivariante des varietes de drapeaux (calcul de Schubert equivariant) . Le but de cet 
article est d'effectuer le meme travail en if-theorie. On construit une base de la K- 
theorie equivariante des tours de Bott, et on donne une presentation par generateurs 
et relations de ces algebres. On definit alors recursivement un operateur qui calcule les 
constantes de structure. Grace aux resultats de [21], on en deduit une formule pour 
decomposer le produit ip u ip v sur la base {4> W } W £W pour tout couple (it, v) <G W 2 . 

Les sections 2 a 4 sont consacrees a des rappels et des definitions. Dans la section 2, 
on fixe les notations sur les algebres et les groupes de Kac-Moody. Dans la section 3, on 
rappelle la definition et la structure des tours de Bott et des varietes de Bott-Samelson. 
Pour plus de details, on pourra consulter [18], [15] et [22]. Dans la section 4, on 
rappelle la definition de la if-theorie equivariante, la notion de restriction aux points 
fixes et la formule de localisation. 

Dans la section 5, on considere une tour de Bott Y de dimension complexe N sur 
laquelle agit le tore compact D. On note R[D] l'anneau des representations de D. La 
if-theorie £>-equivariante de Y, notee Kd(Y), est un i?[Z?]-module dont on construit 
une base {Afleeio.i}™ (proposition 5.1). On calcule les restrictions aux points fixes de 
ces bases (theoreme 5.3), et on donne une presentation par generateurs et relations de 
Kd(Y) (theoreme 5.7). Le corollaire 5.14 donne une methode de calcul des constantes 
de structure r\ e , <G R[D] definies par les relations 

AfA?= E 

e"£{0,l} N 

Dans la section 6, grace aux resultats de la section 5, on retrouve la base de la 
if-theorie equivariante des varietes de Bott-Samelson explicitee dans [21] (propo- 
sition 6.1 et theoreme 6.2), et on donne une methode de calcul des constantes de 
structure par rapport a cette base (theoreme 6.6). 

Dans la section 7, on rappelle le lien entre la if-theorie des varietes de drapeaux et 
la if-theorie des varietes de Bott-Samelson grace au theoreme 7.4 demontre initiale- 
ment dans [21] et dont on donne une nouvelle demonstration. On deduit alors des 
resultats precedents le theoreme 7.9 qui donne une methode de calcul des constantes 
de structure q™ v G R[T] definies par les relations 

wew 

La section 8 est consacree a quelques exemples et a la restriction de nos calculs au 
cas de la -K"-theorie ordinaire. 
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2. Preliminaires et notations 

2.1. Algebres de Kac-Moody. — Les definitions et les resultats qui suivent sur 
les algebres de Kac-Moody sont exposes dans [12] et [18]. Soit A — (aij)i<i,j< r une 
matrice de Cartan generalisee (c'est-a-dire telle que an = 2, —dij G N si i ^ j, et ay = 
si et seulement si aji = 0). On choisit un triplet (i) , 7r , 7r v ') (unique a isomorphisme 
pres), ou f) est un C-espace vectoriel de dimension (2r — ig(A)), ir — {ai}i<i< r C f)*, 
et 7r v — {hi}i<i< r C f) sont des ensembles d'elements lineairement independants 
verifiant aj(hi) = aij. On note aussi hi par otf . L'algebre de Kac-Moody q = q(A) 
est l'algebre de Lie sur C engendree par I) et par les symboles et fi (1 < i < r) 
soumis aux relations [f), f)] = 0, [h, e,i] = ai(h)ei, [h, fi] — —ai(h)fi pour tout h G f) et 
tout 1 < i < r, [e i; fj] = Sijhj pour tout 1 < i,j < r, et 

(ade,) 1 ^ (ej) - - (ad/,) 1 -"- (/,) , pourtous 1 < i ± j < r. 

L'algebre I) s'injecte canoniquement dans g. On Pappelle la sous-algebre de Cartan 
de g. On a la decomposition 

a£A + 

ou pour A G t)* , Q\ = {x E g t els que [h,x] — \(h)x,Vh G ()}, et ou on definit A+ 
par A+ = {a G Yh=i tcls q ue " ^ et g Q ^ 0}. On pose A = A+ U A_ ou 
A_ = — A + . On appelle A + (respectivement A_) l'ensemble des racines positives 
(respectivement negatives). Les racines {ai}i<i< r sont appelees les racines simples. 
On definit une sous-algebre de Borel b de q par b = f) (B J2 a e A + 

Au couple (q, b,), on associe le groupe de Weyl W c Aut(f)*), engendre par les 
reflexions simples {si}i<i< r definies par 

VA G f)*, Si {\) = A - X(hi)oi. 

Si on note S l'ensemble des reflexions simples, le couple (W, S) est un systeme de 
Coxeter. On a done une notion d'ordre de Bruhat qu'on note u < v et une notion de 
longueur qu'on note l(w). On note 1 l'element neutre de W. Dans le cas fini (i.e. W 
fini g de dimension finie), on note wo le plus grand element de W. 

On obtient une representation de W dans t) par dualite. Plus precisement, pour 
tout 1 < i < r, on a : 

V/i G (), Si(h) = h- ai(h)hi. 
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Le groupe de Weyl preserve A. On pose R — Wtt, c'est l'ensemble des racines 
reelles. On pose R + — R (~l A + , et pour (3 — won G R + , on pose sp = wsiiv" 1 G W 
(qui est independant du choix du couple (w, a{) verifiant f3 — wcti) et f3 v = whi G f). 

Pour tout element w de W, on definit l'ensemble A(w) des inversions de w par 
A (to) = A+ nio _1 A_. 

On fixe un reseau fjzCf) tel que : 

(i) f)z®zC = h, 

(m) /ij G f)z pour tout 1 < i < r, 

(Hi) f)z/Si=i^i est sans torsion, 

(w) aj G fj| = Hom(f) Z ,Z) (c [)*) pour tout 1 < i < r. 

On choisit des poids fondamentaux pi G f)| (1 < i < r) qui verifient Pi{hj) = Sij, 
pour tout 1 < i, j < r. On pose p = J2i=i Pi- 

2.2. Groupes de Kac-Moody et varietes de drapeaux. — On note G = G(A) 
le groupe de Kac-Moody associe a q par Kac et Peterson dans [13]. On note e l'ele- 
ment neutre de G. Dans le cas fini, G est un groupe de Lie semi-simple complexe 
connexe et simplement connexe. On note H C B C G les sous-groupes de G associes 
respectivement a f) et b. Soit K la forme unitaire standard de G et T = K n le tore 
compact maximal de if associe a [}. On note tC f) l'algebre de Lie de T . Les racines 
on et les poids fondamentaux pi appartiennent a it* 

Soit Nq(H) le normalisateur de H dans G, le groupe quotient Nq(H)/H s'identifie 
a W . On pose X = G/B = K/T . C'est une variete de drapeaux generalisee. On fait 
agir G sur X par multiplication a gauche, ce qui induit une action de B, H et T sur 
X. L'ensemble des points fixes de T dans X s'identifie a W. Pour w G W, on definit 
C(w) = B U BwB et pour toute racine simple a, on definit le sous-groupe P a de G 
par P Q = C(s Q ). On a la decomposition de Bruhat G — \_\ w£ \y BwB et si on pose 
X w = BwB/B, X — \_\ weW X w . Pour tout w G W, la cellule de Schubert X w est 
isomorphe a R 21 ^ . On obtient ainsi une decomposition cellulaire T-invariante de X 
ou toutes les cellules sont de dimension paire. 

Pour tout w G W, la variete de Schubert X w est Padherence de la cellule X w . 
C'est une sous-variete irreductible et T-invariante de X de dimension reelle 21 (w). 
Les varietes de Schubert ne sont pas lisses en general. Pour tout w G W, on a la 
decomposition suivante : 
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2.3. Le monoi'de W_. — On definit le monoi'de W_ comme le monoi'de engendre par 
les elements {Sj}i<i< r soumis aux relations sf = s t et aux relations de tresses de W : 



< 



„2 _ „ 




si mi. 



ou rriij est l'ordre de SiSj dans W. 

D'apres l'etude generale des algebres de Hecke (voir [16]), l'ensemble W_ s'identifie 
a l'ensemble W. Pour un element to de W, on note w l'element correspondant dans 
W defini par w = s i ---s i si w = ■ ■ ■ s», est une decomposition reduite de w, et 
pour v G W, on note v l'element associe dans W. 

Dans W, on a les relations suivantes : 



(1) 



W.i.i = ws i S1 ws i > w > 

w s, — w si wsi < w. 



( s t w = SiW si SiW > w, 
\ s i w = w si SiW < w. 



3. Tours de Bott et varietes de Bott-Samelson 

Soit N > 1 un entier naturel. On pose £ = {0, 1}^. Pour e = (ei, C2, . . . , ejv) G £, on 
note 7r+(e) l'ensemble des entiers i & {1,2, ... , N} tels que = 1 et 7r_(e) l'ensemble 
des entiers i € {1,2, .. . ,N} tels que e» = 0. On appelle longueur de e, notee /(e), 
le cardinal de 7r+(e). Pour 1 < i < N, on note (i) € £ l'element de £ defini par 
= <5i.j. On definit les elements (0) et (1) de £ par (0)j — et (l)j = 1 pour tout 
j. On munit £ d'une structure de groupe en identifiant {0, 1} avec Z/2Z. Pour tout 
entier 1 < n < N, on pose (n) = (1) + (2) H h (n) e 5 . 

On definit un ordre partiel sur £ par 

e <e' <^ 7T + (e) C 7T + (e'). 

3.1. Tours de Bott. — Les definitions et les resultats des sections 3.1.1 et 3.1.2 
sont exposes plus en details dans [15]. 

3.1.1. Definition. — Les tours de Bott sont des varietes complexes compactes et 
lisses construites de la maniere suivante : 

Soit L2 un fibre en droites holomorphe sur CP 1 . On pose Y2 = P(l © L2), ou 1 est 
le fibre en droites trivial au dessus de CP 1 . La variete I2 est un fibre au dessus de 
Y\ = CP 1 de fibre CP 1 ; c'est une surface de Hirzebruch. On peut iterer ce processus 
a l'aide de fibres en droites notes L2,L3, . . . , Ljy. A chaque etape, la variete Yj est 



6 



un fibre au dessus de Yj-i de fibre CP 1 . On obtient alors le diagramme suivant (ou 
pour tout 2 < j < N, Lj est un fibre en droites au dessus de Yj-i) : 



P(10L 2 )= Y 2 

I 71-2 

CP 1 = Yi 



I 7T1 

{ttnpoini} = Y 



A chaque etape, on a deux sections particulieres s° : Yj_i — > Yj et sj° : Yj_j — ► Yj 
definies par s°(x) = (x, [1,0]) et s°°(x) = (x, [0, 1]). 

Par definition, une tour de Bott de dimension N est une famille {Yj, irj, Sj, s°°}i<j<Ar 
issue d'un diagramme du type precedent. 

On dit que deux tours de Bott {Yj, 7ij, Sj, Sj°}i<j<jv et {Y 1 'j,ir' j,s' 'j,s'f}i<j<N 
sont isomorphes s'il existe N diffeomorphismes holomorphes {Fj : Yj — > y'j}i<j<jv 
qui commutent avec les applications 7Tj, Sj, s°° et ir'j, s'°, s'°°. 

Exemple 3.1. — CP 1 x • • • x CP 1 (N fois) est une tour de Bott de dimension N. 

3.1.2. Classes d'isomorphisme des tours de Bott. — On se donne une liste d'entiers 
C = { c i,j}i<i<j<N ■ On considere R N muni de sa base canonique (ei, e2, . . . , ejv), et 
on definit N elements Vi, v 2 , ■ ■ ■ , vjv de R N par les formules suivantes : 

v N = -ejv, 

ui = -ei-ci )2 e 2 c\ jN e N . 



On definit l'eventail Sc de K comme la reunion de tous les cones engendres par 
les vecteurs de sous-ensembles A de {ei, e 2 , . . . , ejv, t>i, i>2, • • • , wjv} tels que si ei G A, 
alors «i ^ A. On note alors Yc la variete torique associee a l'eventail £c (voir [7], ou 
[2] chapitre 6), c'est-a-dire le quotient de (C 2 \ (0, 0)) N par Taction a droite de (C*)^ 
ou le i-eme facteur de (C*)^ agit sur (C 2 \ (0,0))^ par 

(zi,Wl, . . . , Zi-\,Wi-\, Zi,Wi,Zi+l,Wi + l, ...,ZN, WN)ai = 

(z 1 , wi, . . . , Zi-i,Wi-i, Zidi^Widi, z i+ i,w i+ ia^ ,t+1 , . . . ,z N ,w N a1 z,N ). 
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On obtient ainsi une variete complexe de dimension N. La variete Yo est compacte 
car l'eventail Sc est complet dans M. N (i.e. la reunion des cones de Sc est egale a 
M. N ), et lisse car l'eventail Sc est regulier (i.e. les cones de Sc sont engendres par 
des elements du reseau Z N C R N qui peuvent etre completes en une base de Z N ). 

On note [zi, wi, . . . , zn, wn] la classe de (zi,wi, . . . , zn, wn) dans Yc- 

Soit e £ £. On note {i\ < i<i < ■ ■ ■ < ik} les elements de 7r+(e). On definit alors 
une liste d'entiers C(e) = {<ii,j(e)}i<i<j<fc par rf; ;TO (e) = Cj (j i m . En particulier, pour 
tout entier 1 < n < N, on pose C n = C((n)) = {cj ; j}i<j<j< n . 

Pour tout 2 < n < N, Yc n est un fibre au dessus de Yc n _ 1 de fibre CP 1 . 
En effet, on definit un fibre en droites L(C„_i, c\. n , C2, n , ■ • ■ , c„_i ,„) sur Yc n _ 1 par 
L(C„_i,Ci i „,C2,n, • • • ,c„_i in ) = (C 2 \ (0, 0))™ -1 X( C »)n-i C, ou le i-eme facteur de 
(C*)™- 1 agit par 

((zi, wi, . . .,z n -i,w n -i),v)ai = ((zi,wi, . . . ,z n -i,w n -i)ai,a^' ,n v). 
Ici Taction de sur (zi,wi,... , z„_i,w„_i) est donnee par 

(zi,Wl, . . . , Zi-l,Wi-l,Zi, Wi, Zi+l,Wi+l, . . . , Z n -1, lW„-l)Oi = 

(21,101, . . . ,-2,-1, Wi-i,Ziai,Wiai,Zi +1 , w i+ ia^' +1 , . . . ,^„_i,w„_iaf' n_1 ). 

On verifie immediatement qu'on a bien P(l © L„) = Yc„, ou 1 designe le fibre en 
droites trivial au dessus de Yc n _ 1 , et ou L„ designe le fibre L(C„_i, ci >n , C2, n , ■ ■ ■ , Cn-i,n)- 
Si on definit 7r„ : Yc„ - * Yj n _ 1 par 

, Wi, ■ ■ • , Z n —l, W n —\, z n , W n ]) = [zi,Wi,...,Z„_i,W„_i], 

la variete Yc est alors construite a l'aide de fibrations successives de fibres CP 1 selon 
le diagramme suivant : 

P(l©L jv )= Y Cn =Y c 

I 7TAT 

P(18L 2 )= Y C2 
CP 1 = Y Cl 
{un point} = Y 



Si on definit s° : Y;-i — > 1} et s°° : ij-i — > Yj comme dans la section precedente, 
alors la famille {Yoj , 7Tj, s°, s|°}i<j<Af est done une tour de Bott de dimension TV, et 
on obtient ainsi une application : 

(4) j^iN- 1 )/ 2 _> { classes d'isomorphisme de tours de Bott de dimension N}, 
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qui a C G Z N ( N 1 ^ / ' 2 associe Yc, et pour toute tour de Bott Yc dans l'image de 4, 
une application : 

(5) 1j N — > { classes d'isomorphisme de fibres en droites holomorphes sur Yc}, 

qui a (1711,1712, ■ ■ ■ , Tripf) G I* N associe le fibre L(C, m\ , m2, . . . , tun) sur Yc. 
Le resultat suivant est alors prouve dans [15] : 

Proposition 3.2. — Les applications 4 et 5 sont des bijections. 

3.1.3. Actions de groupes sur les tours de Bott. — Pour tout 1 < i < N, on fait agir 
D c = (C*) N (d'algebre de Lie d c ~ C N ) sur Y Ci par 

(e A ^\ e x ^ d \ e x »W)[z u w lt z 2 ,w 2 , ...,z h Wi ] = 
[ ' [z 1 ,e' x ^w 1 ,z 2 ,e- x ^w 2 ,...,z l ,e~ x ^w t ], 

oil \k G C est de-time par \k{{d\,d 2 , . . . , djv)) = rffc- 

L'action de Dc sur Yd induit une action de D — (S 1 ) 1 ^ (d'algebre de Lie V ~ 
iR N C Oc) sur le; - Les Afc sont dans ic)*. 

Pour tout 2 < z < N, on fait agir Dc (et par restriction D) sur Li par 

f , (e Al W ,e x ^ d \ . . . ,e XN ^)[ Zl ,wi, z 2 ,w 2 , . . . ,z l - 1 ,w l - 1 ,v] = 

De plus, on note Li ~ C le fibre en droites trivial sur le point, et on fait agir Dc 
sur Li par 

(e x ^ d \e x ^ d \...,e x ^)v = e- x ^v. 

Le lemme suivant est immediat : 

Lemme 3.3. — Pour tout 1 < i < N, Faction de Dc sur Yd — P(l©Lj) est induite 
par faction de Dc sur Lj. 

De plus, les applications ni sont Dc-equivariantes . 

Dans toute la suite on suppose donnee une liste d'entiers C et on note Y (au lieu 
de Yc) la tour de Bott associee a C . 

3.1.4- Decomposition cellulaire. — On definit une decomposition cellulaire de Y in- 
dexee par £ de la maniere suivante : 

Pour e G £, on note Y e C Y Pensemble des classes \z\, w\, . . . , zn, wn] qui verifient 
pour tout entier i compris entre 1 et N 

Wi = si €i = , Wi ^ si et = 1. 

On verifie immediatement que cette definition est bien compatible avec Taction de 
(C*)^ sur (C 2 \ (0,0))^ definie par l'equation 3. 
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Pour e £ £ et 1 < k < I < N, on pose 

Cfc,z(e) = ~Ck,i + ^2 {-l) m+1 Ck,i 1 c h,i2--- c im,l- 

k < ii < • ■ ■ < i m < I 
m > 0, ij E ir+ (ej 

Ces nombres sont egalement donnes par recurrence sur I — k > par les relations 
suivantes : 

{cfe,fc+i(e) = -Ck,k+i pour 1 < k < N - 1, 

Cfc,z(e) = -Cfe.z - E fc < m < i c m .ic k .rn(e) pour 1 < k < I < N, 
m e 7T + (e) 

ou, par convention, ^ = 0. 

Pour e £ £ et i G {1, 2, . . . , TV}, on definit Aj(e) e 0^ par 

A 4 ( e ) = (-ir*+ 1 (A,+ ^ c Ji i(e)Aj). 

j<»,jeir+(e) 

On demontre alors facilement la proposition suivante : 

Proposition 3-4- — 

(i) Pour tout e £ £, Y e est un espace affine complexe de dimension 1(e) stable sous 
I 'action lineaire du tore Z?c- 

(ii) Pour tout eE£,Y £ = ]l e , <e Y e ,. 

(iii) Y = U ee s Y e- 

(iv) Pour tout e £ £, la sous-variete Y e s'identifie a la variete ^c(e) e t es t done 
une sous-variete irreductible lisse de Y . 

De plus, nous allons avoir besoin du lemme suivant dont la demonstration est 
immediate : 

Lemme 3.5. — 

(i) L'ensemble Y D des points fixes de Y sous I'action de D est constitue des 2 N 
points : 

[zi,Wi,Z2,w 2 , ■ • .,z N ,w N ], oil (zi,Wi) £ {(1,0), (0, 1)}. 

On identifie done Y D avec £ en identifiant (1,0) avec et (0,1) avec 1. Le point 
fixe e £ Y D est I 'unique point fixe de Y e . 

(ii) Soit (e, e') £ £ 2 , alors : 

e £ Y e > e < e', 

et dans ce cas si on note T £ e , I'espace tangent a Y e > en e, les poids de la representation 
de D dans T f e , induite par I'action de D sur Y sont les {Ai(e)}i 67r+ (y) . 

3.2. Varietes de Bott-Samelson. — On utilise les notations de la section 2. Pour 
plus de details sur les varietes de Bott-Salmelson, on pourra consulter [18]. 



10 



3.2.1. Definition. — Considerons une suite de N racines simples fj,i, . . ., /ujv non 
necessairement distinctes. On definit 

r(^i,...,^jv) =P lll x B P M2 x B ■■■ x B P m /B, 

comme l'espace des orbites de B N dans P Ml x P M2 x • • • x P^ N , sous Taction a droite 
de B N definie par 

(ffi,32, ■ ■ ■ ,9N)(bi,b 2 , ...,b N ) = (gih, bi 1 g 2 b 2 , ■ ■ ■ , &^-i3ivM> k e B, g t e P w . 

On obtient ainsi une variete projective irreductible et lisse. On note [gi, g 2 , ■ ■ ■ , 3at] 
la classe de (31,32, ■ • ■ , 3jv) dans T(fii, . . . , /Ujv)- On note <? Mi S P Mi un representant 
quelconque de la reflexion de Np^. (H)/H ~ Z/2Z. 

On definit une action a gauche de B sur V par 

%i,32, ■ ■ • ,gw] = [631,32, • ■ • ,3w], beB, gi e P^. 

Par restriction, on obtient ainsi une action de H et de T. 

3.2.2. Decomposition cellulaire. — Pour e e £, on note r e cT Pensemble des classes 
[31, 32, ■ • • , 3tv] qui verifient pour tout entier i compris entre 1 et N 

gi e B si e; = , gi £ B s\ e i = 1. 

On verifie immediatement que cette definition est bien compatible avec Taction de 

Pour e £ £ et 1 < i < N, on definit 

= n 

1 < k < i, 
k S vr + (e) 

ou, par convention, = 1. On pose v(e) — fjv(e). Ce sont des elements de W. 
De plus, on pose cti(e) = Vi(e)fii, c'est une racine. 
On definit de meme 

v(e)= n 

1 < k < N, 
k e 7r + (e) 

On demontre alors facilement la proposition suivante : 

Proposition 3.6. — 

(i) Pour tout e € £, r e est un espace affine complexe de dimension 1(e) stable sous 
I 'action de B, et cette action induit une action Uneaire du tore H sur T e . 

(ii) Pour tout e <E £, T e = II e /< e IV. 

(Hi) r = u ee£ r £ . 
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(iv) Pour tout e G £, T e s'identifie a la variete T{[ii,i G ir + {e)) et est done une 
sous-variete irreductible lisse de T. 

Soit T T Pensemble des points fixes de T dans T, on peut identifier T T avec £ grace 
au lemme suivant : 

Lemme 3.7. — 

(i) L'ensemble T T est constitue des 2 N points : 

[51,52, • • ■ ,9n], ou g l G {e,g^}. 

On identifie done T T avec £ en identifiant e avec et g fli avec 1. 

(ii) Pour tout e G £ , le point fixe e est I'unique point fixe de T e . 

3.2.3. Les varietes de Bott-Samelson sont des tours de Bott. — Soit r : 5£ — > t)* 
l'application definie par r(Aj) = /Uj. Elle envoie X)* dans t*. Soit s* C t* l'image de 0* 
par t et soit C t)* l'image de Dj. On a les deux suites suivantes (ou les premieres 
fleches sont surjectives et les deuxiemes injectives) : 

0* — s* c *- 1* , 

K ^-4 C — -ff ■ 

On en deduit la suite suivante sur les tores complexes : 

H — 5 C C — L ^ D c ■ 

On continue a noter 7 le morphisme de H dans Dc ainsi defini. On a egalement la 
suite suivante sur les tores compacts : 

T ^ S C — L ^D ■ 

L'action de h G H sur T etant donnee par la formule 

%i,ff2,...,5Jv] = [hgih~ 1 7 hg 2 h- 1 ,...,,hg N h- 1 ], 
le tore H agit sur T via son image Sc- 

Si N = 1, r(/ii) est isomorphe a CP 1 . De plus, si N > 2, . . . , /xjv) est une 

fibration au dessus de r(/ni, . . . ,/ijv-i) de fibre CP 1 . En fait, on peut identifier la 
variete de Bott-Samelson T a une tour de Bott grace a la proposition suivante (voir 
[15] et [22] pour plus de details) : 

Proposition 3.8. — II existe un diffeomorphisme (de variete C°°) 4> entre la variete 
r(/ii,/i2, • • • , Miv) et la tour de Bott Yc, avec C — {cj^k}i<j<k<N , ou Cj t k est defini 
par c j<k = Aife(Mj)- 

La liste C est done un ensemble de nombres de Cartan dependant du choix de la 
suite Hi,H2, • ■ • , Mjv- 
De plus, 

V(h,x) G H x T, 4>{hx) = i{h)4>{x), 
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et Vaction de H sur T s'identifie done a celle d'un sous-tore de Dc sur Yc- 

On verifie, grace a la construction de <j> (voir [22]), que <j> envoie r £ sur Y e et le 
point e G T T sur le point e G Y D . 

Le tore T agit sur T via son image S, et on a 

V(t,x) G T x T, 4>{tx) = j(t)<j>(x). 

L'action de T sur T s'identifie done a celle d'un sous-tore de D sur Yc- 

4. K-theorie equivariante 

4.1. Definitions. — Soit Uc un tore complexe d'algebre de Lie uc, et soit U C Uc 
le tore compact maximal de Uc- On note u C Uc l'algebre de Lie de U. On note X[U] 
le groupe des caracteres de U, et on pose R[U] = Z[X[U]]. On note Q[U] le corps des 
fractions de R[U]. 

Pour tout poids entier a G iu* C uj, on note e" : U — > S 1 le caractere correspon- 
dant. 

Soit Z un espace topologique compact muni d'une action continue de U. On 
definit la if-theorie JJ-equivariante de Z comme le groupe construit a partir du semi- 
groupe des classes d'isomorphisme de fibres vectoriels complexes de dimension finie 
J7-equivariants au dessus de Z. On munit ce groupe d'une structure d'anneau definie 
a l'aide du produit tensoriel. De plus, comme la Zf-theorie [/-equivariante du point 
s'identifie a R[U], on obtient une structure de i?[f7]-algebre qu'on note Ku(Z). 

Toute application g : Z\ — > Zi continue et [/-equivariante definit un morphisme de 
i?[[/]-algebre g* : Ku(Z 2 ) — > K V {Z\). En particulier, l'inclusion Z u C Z definit un 
morphisme i* v : Ku(Z) — ► Ku(Z u ) appele restriction aux points fixes. Si l'ensemble 
des points fixes Z u est discret, Kjj(Z u ) s'identifie de maniere evidenteaf 1 {Z U ;R[U}) 
la i?[[/]-algebre des fonctions de Z u a valeurs dans R[U] munie de l'addition et de 
la multiplication point par point. On obtient alors un morphisme i\j : Kjj(Z) —> 
F(Z U ;R[U}). 

On note * Pinvolution de Kjj(Z) definie par la dualite des fibres, et on note de la 
meme fagon l'involution de R[U] definie sur les caracteres par *(e a ) = e~ a , ce qui 
induit une involution de F(Z U ; R [[/]). Pour tout element r G Kjj(Z), 

= i u(* T )- 

4.2. Formule de localisation. — On suppose que Z est une variete complexe 
projective lisse de dimension n munie d'une action de Uc- Cette action induit alors 
une action de U sur Z. 

La variete Z etant lisse, le groupe de Grothendieck Kq(Uc, Z) construit a partir des 
classes d'isomorphisme de faisceaux [/c-equivariants coherents sur Z est isomorphe au 
groupe de Grothendieck K°(Uc,Z) construit a partir des classes d'isomorphisme de 
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faisceaux [/c-equivariants localement libres sur Z (voir [6], chapitre 5). On identifie 
done ces deux groupes. 

On a un morphisme canonique : K°(Uc,Z) — ► Kjj{Z). On suppose que ce mor- 
phisme est un isomorphisme (e'est le cas pour les tours de Bott et les varietes de 
drapeaux dans le cas fini), et on identifie ces deux groupes. 

Pour toute sous-variete [/c-invariante Z' et tout faisceau T G K°(Uc, Z), Taction 
de Uc sur Z induit une action de Uc sur H fc (Z', J-/z>), et on definit x(Z',^ r ) G R[U] 
par 

Vu G U, X (Z',F)(u) = ^(-l) fe Tr( U ;H fc (Z', T jz ,)). 

k 

On suppose de plus que Z u est fini. En chaque point fixe m G Z u , on note 
(a™, • ■ • , a™) G (iu*)™ C (u£)™ les poids de la representation de U dans T m Z , l'espace 
tangent aZenm. Dans ce cas, la formule 5.11.9 de [6] s'ecrit de la maniere suivante : 

Proposition 4-1- — Pour tout faisceau T localement libre et Uc-equivariant au 
dessus de Z , x(Z, T) se calcule grace a la formule suivante : 



- E n ' u < "Uy 

meZ u lll<i<n^ e ) 



5. K-theorie equivariante des tours de Bott 

On reprend les notations de la section 3.1. Soit N > 1 un entier naturel, et soit 
C = i c ij}i<i<j<N une liste d'entiers. On pose Y = Yc- 

On montre par recurrence sur la dimension de Y (voir [17] ou le resultat est 
demontre dans le cas particulier des varietes de Bott-Samelson) que le morphisme 
canonique K°(Dc,Y) — > Kd(Y) est un isomorphisme. Dans la suite, on identifie 
done ces deux groupes. 

Dans [21], on a calcule les restrictions aux points fixes de la base de la if-theorie 
equivariante des varietes de Bott-Samelson definie par dualite par rapport a la decom- 
position cellulaire construite dans la section 3.2. Ici, on construit d'abord une base 
de Kd(Y) a l'aide de fibres en droites (formule 10), on calcule les restrictions aux 
points fixes de cette base (theoreme 5.3), et on en deduit que e'est la base duale par 
rapport a la decomposition cellulaire construite dans la section 3.1 (theoreme 5.5). On 
retrouvera alors dans la section 6 la base de la if-theorie equivariante des varietes de 
Bott-Samelson utilisee dans [21]. On va de plus expliciter la structure multiplicative 
de ces algebres. 

5.1. Construction d'une base. — La structure de la K-theorie -D-equivariante 
de Y est donnee par la proposition suivante : 

Proposition 5.1. — 
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(i) La K-theorie D-equivariante de Y D s'identifie a F(£;R[D]). 

(ii) La restriction aux points fixes i* D : Ku(Y) — ► F(£; R[D]) est injective. 
(Hi) La K-theorie D-equivariante de Y est un R[D]-module libre de rang 2 N . 

Demonstration. — Le point (i) est immediat. 

Le point (ii) est une consequence de (Hi). En effet, d'apres le theoreme de locali- 
sation (voir [20]), le morphisme : K D (Y) ® R [ D ] Q[D] — > F(£; Q[D\) induit par i* D est 
un isomorphisme. De plus, comme Kd(Y) est un R[D] -module libre, K~d(Y) s'injecte 
dans Kd(Y) <S>r[d] Q[D], et on a done le diagramme commutatif suivant qui prouve 
que i* D est injective : 

K D (Yf K D (Y) ® R[D] Q[D] 

F(£; R[D}) F(£- Q[D\) 

Pour demontrer (Hi), on va expliciter une base {A?he£ du i?[L»]-module K D (Y). 
On precede par recurrence sur N > 1. 

Pour N = 1, Kgi^ 1 ) est un i?[5' 1 ] -module libre engendre par le fibre en droites 
trivial 1 et par le fibre E defini comme le fibre en droites tautologique sur P 1 , soumis 
a l'unique relation 

E 2 = (l + e- Al )E-e _Al l, 
(voir [1], corollaire 2.2.2). On pose /t^ = E et /t^ = 1 - E. 

On suppose le resultat verifie pour toute tour de Bott de dimension N — 1. Soit 
Y = Y c et Y' = Y Cn _ 1 . Mors Y = P(l © L N ), ou L N est un fibre en droites 
au dessus de Y' (voir la section 3.2.1 pour la definition de Yc N _ 1 et Ljv). On note 
iTpf : Y = P(l © Ljv) — ► Y 1 la projection de Y sur Y' et E^ e ^(F) le fibre 
tautologique au dessus de Y = P(l © Ljv). 

Soit £)' = (S 1 )^ -1 , par hypothese de recurrence, Kd'(Y') est un i?[Z?']-module 
libre engendre par une base {fif }/ £ { ,i}«-i. On definit une action de D — (S X ) N sur 
Y' en faisant agir la derniere composante trivialement sur Y'. On a alors Kjy(Y') = 
K D ,(Y') &ZRIS 1 } (voir [20]), et K D (Y') est done un i?[D]-module libre qui admet 
comme base la famille {A/ , }/6{o,i} N - 1 i ou pour tout / G {0, l}^ 1 , on a pose /t^ = 

La projection ttn est D-equivariante et munit done Kd(Y) d'une structure de 
K D (Y')-modu\e. Comme Y = P(l © Ljv), if_o(F) est un ifz5(y')-niodule Hbre de 



15 



rang 2 engendre par le fibre trivial 1 et le fibre tautologique Ejv soumis a Punique 
relation 

(9) E| r = (leL J v)E jV -L Jv l, 

(voir [1] theoreme 2.2.1, ou [20]). Soit p : £ = {0, 1}^ {0, lj^" 1 la projection selon 
les N — 1 premieres coordonnees, on obtient done une base du i?[D]-module Kd(Y) 
en posant 



^(A? w )(i- 



si e^v = 0, 
si e^v = 1. 



□ 



On va expliciter la base definie dans la demonstration de la proposition 

precedente. On reprend le diagramme de la section 3.2.1 : 

P(1©Lat)= Y c 

P(18L 2 )= Y C2 
CP 1 = Y Cl 
{un point} = Y 



Pour 1 < i < N, chaque variete Yc t (ou Yc N = Yc) est munie de Taction de 
D induite par Taction 6 de Dc, et les projections iTi sont D-equivariantes. Pour 
< i < N, on pose IL, = 7r i+ i7r i+2 ■ ■ ■ n N : Y ^ Y Ct (Un = Wy et Y Co = Y ). 

On pose Ej = II* (Tj) G K D (Y), ou T, G K D (Y Ci ) est le fibre tautologique sur 
Y Cz ,et Fi = l-E;. 

Pour tout e G £, la classe /if G ifo(Y) est alors donnee par la formule suivante : 



(10) 



A? = 



5.2. Restrictions aux points fixes. — Pour tout 1 < z < TV, la projection IL_i : 
y — > yc»_i permet de definir un element de Kd(Y) a partir du fibre en droites 
D-equivariant Li sur Yc i _ 1 - On note encore Lj cet element. 

Les definitions 6 et 7 de Taction de D sur Yc, et sur Lj permettent de calculer 
facilement les restrictions aux points fixes des fibres en droites Ej et Lj : 
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Lemme 5.2. 



io(Ei)(c) 



1 si €i = 0, 

e -A((e) gi £ . _ lj 

si ej = 0, 

l_ e -Ai(e) S i £j = l 



1 < j < i - 1 

i e 7r + (e) 



Le theoreme suivant donne la valeur des restrictions aux points fixes des classes 
/if. Si on pose /if = i* D (fi®), le lemme 5.2 et la formule 10 donnent immediatement 
la formule suivante : 

Theoreme 5.3. — Pour (e, e') G £ 2 , 

rr p-mo 



, < " TT (e A ^ e ') - 1) si e < 

Dr l\ I J - J - 

\ e ) — \i€ir+(e') »e7r+(e) 

sinon. 



pose 



Exemple 5-4- — On considere la surface de Hirzebruch = V{-i}- On 

^ = (0,0), 

e 2 = (l,0), e 3 = (0,l), 
e 4 = (l,l). 

Si on definit la matrice M = {Mi,j}i<i<j<4 P ar = on obtient les 

formules suivantes : 



/I 



Q -A 2 



= 



1 


Vo o 



-Ai 



e -2Ai-A 2 \ 
e -Ai-A 2 (l _ g-Ai) 
A 



g — /\2 ^ — 2Ai — A 



1 _ e -A 2 e -Ai(l _ e -Ai-A 2 ^ 

(l-e- Al )(l-e- Al - A2 )/ 

5.3. Caracterisation de la base /if. 
position cellulaire F = \J ee£ Y e par le theoreme suivant 



\x" . — La base {/tf } e£ £ est reliee a la decom- 



Theoreme 5.5. — La famille {/if} ee ,£ est une base 
terisee par les relations 



du R[D]-module K D {Y) 
V(e,e') e£ 2 , x(F £ ,,£?) = J £ , e ,. 



carac- 



Demonstration. — On sait deja que la famille {/if } £6 £ est une base de Ku(Y). Pour 
(e, e') G £ 2 , on va calculer x(^e')Af) grace a la formule de localisation. 
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En utilisant la proposition 4.1, et le lemme 3.5, on obtient pour tout fi D G Kd(Y) 
et tout e G £ : 

^ x W)(0 



X (F £ ,A D ) = E 



7^n^ +( e)(i-^^))' 



£'<£ 

Cette formule et le theoreme 5.3 nous montrent immediatement que x(Y € , A?) = 1 
et x{Ye,fie ) = si e ^ e. 

Soit eo G £ tel que eo < e et eo 7^ e. Alors, la formule 11 et le theoreme 5.3 nous 
donnent 



n 



-Ai( 



xO r «,A2)= E 

e <«'<« 



i€ir+(e') 



') JJ ( e Me')_l) 
iG7r + (e ) 



n a 

i£7r + (e) 



,-Ai(e 



d'ou Ton tire 



-Ai(e') 



n e 

x( e ' Mj "„k« n a-^v 

*e7T + (£)\7r + (£ ) 

Soit j le plus grand element de ?r+(e) \ 7r + (eo), on a alors 

n ^ n e 

ie7T + (e')\T+(«io) , 'Ei+(e')W(e|l) 



Ai(e') 



x(F„Af )= E 



E 



7 T7 ' 



e' = 1 i6ir + (e)Vr + (e ) 



d'ou Ton tire 



xO^A? ) = E 



e < e' < e 



n e 

ie7T + (e')\7T + (t ) 



-Ai(e') 



+ 



n 

i£7v + (e'+(j))\n + (e ) 



-Ai(e'+0)) 



n (i- c - A '< e '>) n (1 - e 1 ™) 



_ie7T + (e)\7r + (e ) iS7r + (e) \tt + (e ) 

Chaque terme de cette somme est nulle. En effet, soit e' un element de la sommation, 
comme j est le plus grand element de 7r+(e) \ 7r+(eo), pour tout i G 7r+(e) \ 7r+(eo), 
Aj(e' + (j)) = Aj(e') si i ^ j, et Aj(e' + (j)) = — Aj(e'). Le terme de la somme associe 
a e' est done 

-Ai(e') 



n 

iGir+(6')\7r+(eo) 



n 

«e7r + (£-(j))\7r + (e ) 



-Ai(e'h 



l- e -Aj(e') l_ e A 3 (e') 



Ce terme est bien nul d'apres la relation + ^z^* = 0, et on obtient done 

x(F e ,A? o ) = 0. 



□ 
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5.4. Structure multiplicative. — La i?[Z?]-algebre Kd(Y) est engendree par les 
Ej. On rappelle qu'on a pose Fj = 1 — Ej et que la famille {fi®} e( z£ definie par 

a?= n F < n E , 

ie7T + (e) j'e7r_(e) 

est une base du i?[D]-module ATd(Y). 

5.4-1- Presentation par generateurs et relations. — Pour tout 1 < i < N, la relation 9 
s'ecrit sous la forme : 

(12) E? = (1 + L<)Ej - L 4 = Ej - L 4 F 4 . 

On en deduit facilement les relations suivantes : 

r F? = (1 — Li)Fj, 

(13) ^ E,F 4 = L 4 F 4 , 

[ Er 1 ^*E 4 = E 4 + (l + Lr 1 )F l . 

Pour comprendre la structure multiplicative de Kjj(Y), il faut done exprimer Lj 
en fonction des Ej pour 1 < j < i : 

Lemme 5.6. — 

u = e-* n e; c -. 

l<j<i 

Demonstration. — On peut demontrer ce lemme grace aux restrictions aux points 
fixes. Comme Papplication i* D : Kd{Y) — > F(£;R[D]) est un morphisme de R[D\- 
algebres injectif, il sufHt de montrer que pour tout e G £, 

e D (U)(e) = e-^ [] (^(E,)( e ))~ C3 '\ 

1<j<i 

D'apres le lemme 5.2, on doit done montrer que pour tout e e £, 

1 < 3 < i 1 < j < i 

j e 7r + (e) it 
Dans la deuxieme somme ci-dessus, le coefficient de Xj est egal a 

c i>i + X c k,iCj,k{ e ) = - c 3,i( e ), 

j < h < i 
k e 7r + (e) 

d'apres la relation 8, et on a done bien l'egalite voulue. 

□ 
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On note B la i?[L>]-algebre R[D][X 1 , . . .,X N ,X^, . . .,X^}, et pour l<i<N, 
on definit l'element Li de B par 

' • A II v 

l<j<t 

On peut alors resumer les resultats precedents dans le theoreme suivant : 

Theoreme 5.7. — Le morphisme de R[D]-algebres de B dans K^(Y) qui envoie Xi 
sur Ej et X^ 1 sur E" 1 = *E^ induit un isomorphisme 

f:C = B/l^K D (Y), 

oil X est I'ideal engendre par {Xf — Xi + (1 — Xi)Li}i<i<N ■ 
De plus, la famille de polyndmes {Q e } ee g definie par 

® e= II Xl Y[( 1 - X j) €C pourtouteGf, 

est une base du R[D]-module libre C, et Q e est envoy e sur jx® par V isomorphisme f . 

5.4-2. Calcul des constantes de structure. — On va donner une methode de calcul 
des elements r\ e , € R[L>] qui verifient les relations 

e"eS 

Ces elements sont egalement definis par les relations 

On introduit la i?[D]-algebre 

V = B[Z\, . . . Zn] = R[D][Xi, . . . , Xn, X[ 1 , . . . , X N X , Z\, . . . , Zn]. 

On note (3 : V — > C le morphisme induit par le morphisme de £?-algebres de V dans 
B qui envoie Zi sur 1 — Xi. 



Definition 5.8. — Pour tout 1 < i < N + 1, on note Oj : V — > V le morphisme de 
i?[Z?]-algebres defini par 

H jy \ X,- pourj<i, n jy \ Zj pourj<i. 

L'application oat+i est l'identite de T>. 
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Definition 5.9. — On note u>i : B —> B le morphisme de i?[Z?]-algebres defini par 

t X 3 pour j < i, 

et on note Wi le morphisme induit sur C (ce morphisme est bien defini car u>i laisse 
stable T) . 

Exemple 5.10. — 

Q.X^.-.X- 1 siVj>i, ej = 



Wi(Q £ 



sinon . 



i? £ (P) = < 



On a la relation 

(14) (3 o 0l = uJi o [3. 

Definition 5.11. — Soit e un element de £ de longueur I strictement positive. On 
note {ii < ■ ■ ■ < i{\ les elements de 7r+(e). On definit alors l'application R e : V — > 
R[D] de la maniere suivante : 

(i) R e est i?[Z)]-lineaire, 

(ii) si P € V est un monome non nul qui s'ecrit sous la forme P = SXf Z£ ou 
S E V est de degre en X it et Z^, et ou s est un entier positif et r un entier 
quelconque, 

' IF-Mfsil-Li,)'- 1 ^ sis>0, 

-R e ~M (s(Li, + L\ + ■ ■ ■ + L^" 1 )) si« = 0etr>l, 

JF"**') + Lr 1 + ... + L r u )) sis = Oct r < 0, 

R £ ~^'\S) sis = 0ctr = 0, 

si s = et r = 1 , 

[Hi) R^(P) = P(X l = l,Z l = 0). 

Ces trois relations definissent completement (recursivement) les applications R e . 

Remarque 5.12. — La definition de ces applications R e est inspiree de celle des ap- 
plications Ta definies par Haibao Duan en cohomologie ordinaire dans [9] et general- 
ises en cohomologie equivariante dans [22]. 

Theoreme 5.13. — Pour e S £ , on note (3 e : T> — > R[D] l'application determinee 
par les relations 

(15) VPeV, p(P) = Y / ^(P)Qe- 

Alors, pour tout e € £, f3 e — R c . 

On en deduit immediatement le corollaire suivant : 
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Corollaire 5.14- — Pour e <E £, on pose = IIieir_(e) x i IIje7r + (e) e ^ ■ Soient 
e, e' et e" trois elements de £, alors : 

ri[ e ,=R*"{S?S°). 

Remarque 5.15. — On montre facilement a l'aide de ce corollaire que r\ e , =0 sauf 
si e" > e et e" > e' . 

Pour demontrer le theoreme 5.13, on aura besoin du lemme suivant : 

Lemme 5.16. — Soit e un element de £ de longueur I strictement positive. On note 
{i\ < ■ ■ ■ < ii} les elements de 7r + (e). Si S est un mondme non nul de V de degre nul 
en Xi t et , alors : 

( (3 e (SX u ) = 0, 
{ f3 e (S) = 

Demonstration. — Comme S est un monome non nul de degre en et , 

Oi,(S) = o il+1 (S). 

On a done 

(16) (3{o il+1 (SZ it )) =p{o il+1 (S))p{o il+1 (Z il )) = (3{ 0il (S))(l - X it ). 
Le premier membre de l'egalite 16 est egal a 

f3{o i+1 (SZ il ))=w il+1 (p(SZ il ))= Yl Pe'(SZ il )Q e ,Xrl 1 ...X^ 1 . 

e' e £ 
f-'j = Vj > i, 

La premiere egalite provient de la relation de commutation 14 et la seconde de 
l'exemple 5.10. 

Le dernier membre de l'egalite 16 est egal a 
fife (S)) {l-X il )= uJ H (f3(S))(l-X tl )= J2 (1 - X U )Xr^ . . . X^ 

e" 6 € 
e'! = Vj > i, 

e' e e, e'. = i 

t'j = Vj > i, 

On en deduit done l'egalite : 

e' e e e' e e , e' t = i 

z'j = Vj > i l J — o vj > i, 

La famille {Q e } e& £ etant une base de C sur R[D], on en deduit la deuxieme egalite 
du lemme. La premiere se demontre exactement de la meme maniere, et la troisieme 
est une consequence des deux premieres car (3{S{Xi l + Z^)) = f3(S). 

□ 
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Demonstration du iheoreme 5.13. — Pour demontrer le theoreme, il faut montrer que 
les applications (3 e verifient les trois relations de la definition 5.11. 
La relation (i) est immediate. 

Pour trouver la relation {Hi), il suffit d'appliquer uJi aux formules 15. 

Pour montrer la relation (ii) , on considere un element de £ de longueur I strictement 
positive, et on note {ii < ■ ■ ■ < ii} les elements de 7r+(e). 

Les relations 12 et 13 permettent de montrer facilement par recurrence les relations 
suivantes valables dans C pour tout 1 < i < N et tout entier relatif n, 

X? = Xi - {Li + L\ + ■ ■ ■ + Lr'X 1 - X i) sin > 0, 

X? = X l + {l + Lr 1 + .-. + L?)(l - Xi) sin < 0, 

(l-X i ) n = {l-L l ) n - 1 {^-X l ) sin>0, 

X?(l - Xi) = Lf{l - Xi) Vn. 

Supposons par exemple que P G V est un monome non nul qui s'ecrit sous la 
forme P = SX? ou S e V est de degre en X it et Z in et ou r < 0. Alors, d'apres les 
relations ci-dessus, 

0(SXT) = p[s{X H + (1 + L- 1 + • • • + Ll)Z it )), 

et on a done en particulier 

&(P) = l3 e (SX H ) +(3 e (S(l + L7 1 + ... + L r H )Z H ). 

Comme chaque terme S et SL^ k pour 1 < k < — r est un monome non nul de 
degre en X^ et Zj,, on peut appliquer le lemme 5.16 pour obtenir 

e (P)=/3 e _ (il) (S(l + LT 1 + ... + L r il )). 

Les autres cas se traitent de la m6me maniere. 

□ 

6. K-theorie equivariante des varietes de Bott-Samelson 

On reprend les notations de la section 3.2. On choisit N racines simples /i^v 
non necessairement distinctes, et on pose Y — Y{ji\, . . . , Un). Pour 1 < i < j < N, on 
pose hj = fJij(iJti) et B = {h,j}i<i<j<N ■ 

Les resultats de cette section ne dependent pas de la structure complexe de T, et 
on identifie done T avec la tour de Bott Y = Yb, la decomposition T — ]J ee£ r e avec 
la decomposition Y — ]J eg£ Y e , et le point fixe e £ T T avec le point fixe e £ Y D . 

Le tore T agit sur T via son image S, et Taction de S sur T s'identifie a celle d'un 
sous-tore de D sur Y. Pour tout e £ £ , on note alors /if = p<? (/if) Pelement de Ks(T) 
obtenu a partir de /if par restriction a S de Taction de D. Ces elements s'obtiennent 
a l'aide des fibres de Hopf de la meme maniere que les classes /if, et ils forment done 
une base du i?[>!?] -module Ks(T). 
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De plus, pour tout couple (e, e') G £ 2 , 

x(IV,£f) = * £ ', e . 

Comme le tore T agit sur T via son image S, on a R[S] C i?[T], et Kt(T) s'identifie 
a Ks(r)®R[s]R[T]. Si on pose jij = /tf 1, on a done la proposition suivante : 

Proposition 6.1. — 

(i) La K-theorie T-equivariante de T T s'identifie a F(£;R[T]). 

(ii) La restriction aux points fixes i^ : Kt(T) — > F(£; ii[T]) esi injective. 

(Hi) La K-theorie T-equivariante de T est un R[T]-module libre admettant comme 
base la famille {js[} e ^£ qui verifie les relations 

V(e,e')e£ 2 , x(lV,£f 

6.1. Restrictions aux points fixes. — Pour tout e G £, on pose ^ = ^(fif). 
Le theoreme 5.3 nous permet alors de retrouver la valeur des restrictions aux points 
fixes de ces classes fi^ calculees dans [21] : 

Theoreme 6.2. — Pour e G £, 



n 



JJ ( e - Q *( £ ') - 1) si e < e', 



sinon. 
Demonstration. — On a le diagramme commutatif suivant : 



K S (T) 



pf 



A"/ 



*5 *D 

R[S}) F(£; RID]) 

7 

ou les applications 7 : F(£;R[D]) F(£;i?[S]) et : JCd(Y) -> #s(r) sont 
deduites de 7 : S — > D. 

Pour tout couple (e, e') G £ 2 , on a done 

^(AD(e') - iJ(Af = «(£?)(e') = l(p?W). 

D'apres l'expression de /uf (voir theoreme 5.3), il suffit de prouver que pour tout 
e G £ et tout i G {1,2, . . . , N}, 

(17) ai (e) = -r(Me)). 

Cette formule est demontree dans [22]. 

□ 
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6.2. Structure multiplicative. — Comme dans le paragraphe precedent, les re- 
sultats de la section 5.4 nous permettent de deduire les theoremes suivants : 



The.ore.me 6.3. — La K-theorie T-equivariante Kt(T) de la variete de Bott- 
Samelson T s'identifie a la R[T]-algebre 

R[T][Xi, . . . , x N , x 1 1 , . . . , x^]/ J , 

oil J est I'ideal engendre par {X? — X{ + (1 — Xi)Mi}i<i<N , avec 



M, 



IK 

j<i 



Exemple 6.4. — On se place dans le cas A 2 ou le groupe G est isomorphe a SL(3, C). 
L'algebre Kt(F(c(i, a 2 , cti)) s'identifie alors a 

R[T][Xi, X 2 , X 3 , X^ 1 , X 2 1 ,X 3 ~ l ]/J , 

ou J est I'ideal engendre par 

{X 2 1 -X 1 + (l-X 1 )e- a \Xl-X 2 + (l-X 2 )e-^X 1 ,Xl-X 3 + (l-X 3 )e-^X- 2 X 2 }. 



On introduit la i?[T]-algebre 
T = R[T][X 1 ,. 



, Xn, X 1 1 , . . . , X N x ,Zi, . 



On note M = (n\, . . . , /Ujv) le 7V-uplet de racines simples qui definit la variete T. 

Definition 6.5. — Soit e un element de £ de longueur I strictement positive. On note 
{ii < ■ ■ ■ < ii} les elements de 7r+(e). On definit alors l'application R e M : T — > R[T] 
de la maniere suivante : 

(i) R e M est R[T] -lineaire, 

(ii) si P € T est un monome non nul qui s'ecrit sous la forme P = SXf Z£ ou 
S G T est de degre en X it et Z^, et ou s est un entier positif et r un entier 
quelconque, 



Rm(P) 



R 



(H) (S(1- M^Y^Ml^j sis>0, 

(s(Mi, +MI+--- + Ml' 1 )) sis = etr > 1, 



M 

R 

e-(, 
M 

e-(il) 
M 



l \s(i 

\S) 



I)) 



si s = et r < 0, 

si s = et r = 0, 
sis = etr = 1, 



(Hi) R$(P) = P(X i = l,Z i = Q). 



Ces trois relations definissent completement (recursivement) les applications R e M . 
On pose Rm = R^m ■ 
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Theoreme 6.6. — Pour e <E £ , on pose = riiGir_(e) IIje7r + (e) T . Soient 
e, e' et e" trois elements de £, alors : 

et on a done : 

Exemple 6.7. — On se place dans le cas A 2 , et on prend M — (a\, a 2 , oji), e = 
(1, 0, 0), e' = (0, 0, 1) et e" = (1). On calcule x(r, AfA?) = 

X (r,££,) = R M {{Z 1 X 2 X S ){X 1 X 2 Z^)) = R M (X 1 Z 1 X 2 X 3 Z 3 ) 

= R ( ^{X 1 Z 1 XlM 3 ) = R®(X 1 Z 1 Xle- a >Xi 2 X 2 ) = e" ai R$ '(Xf 1 Z X X\) 
= -e-^R^{X^Z x (M 2 +Ml)) = -e-^[R ( ^{X x x Zre-^X x )-R^{X^Z x e-' 1 ^X 
= -e- m [e- a2 R^(Z 1 )-e- 2a2 RZ ) (X 1 Z 1 )} = -e- ai [e- a *R$\l)-e-^'R%\e- ai )] 

_ _ e -at ^ e -a 2 _ g-2a 2 g-«i ) = g-2ai-2a 2 _ g-ai-a 2 

7. K-theorie equivariante des varietes de drapeaux 

7.1. Definitions. — La variete de drapeaux X n'etant pas compacte en general, 
on definit Kt{X) de la maniere suivante : 
On definit, pour tout entier n > 0, 

X n = X w . 

mew 

< n 

Soit T la filtration : 

f :0 = I-iCl o CliC"'. 

Alors : 

(1) chaque X n est un sous espace compact T-stable de X et, 

(2) la topologie de X est la topologie limite induite par la filtration T. 

Grace a cette filtration, on definit alors la K-theorie T-equivariante de X, notee 
K T {X), par 

K T {X) = lim K T (X n ). 
Cette definition est independante de la filtration T verifiant (1) et (2). 

On note F(W; Q[T})) la i?[T]-algebre des fonctions de W a valeurs dans Q[T] munie 
de l'addition et de la multiplication point par point. Pour tout 1 < i < r, on definit 
alors un operateur de Demazure Di sur F(W; Q[T}) par 

ww- "",-y . 
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Dans [17], Kostant et Kumar montrent que ces operateurs de Demazure verifient 
les relations de tresses de W. Pour tout w £ W, on peut done definir un operateur D w 
sur F(W; Q[T}) par D w = D^D^ ■ ■ ■ D it si w — Si 1 s i2 ■ ■ ■ est une decomposition 
reduite de w. 

De plus, pour tout 1 < i < r, Df — Di. Done, si pour u £ W_, on note D„ = D u , 
alors pour tout couple (v, w) £ W_ , DyD^ = Dy^- 

On note <J> la sous-algebre de F(W; R[T]) definie par 

* = {/ £ F(W;R[T\), telles que Vw £ W, D w f £ F(W; R[T])}. 



L'ensemble des points fixes X T w W etant discret, on peut identifier Kt(X t ) avec 
F(W; R[T]) et on obtient ainsi un morphisme i* T : K T {X) -> F(W; R[T]). Le resultat 
suivant est prouve dans [17] : 

Proposition 7.1. — L 'application est injective, et I'image de Kt{X) par cette 
application est egale a <J/ . De plus, ^ = n^GW -^PIV' 10 ; oil les fonctions ip w sont 
uniquement determinees par les relations 

M{v,w)£ W 2 , D V {^ W ){1) = 5 ViW . 

De plus, les fonctions ip w verifient les proprietes suivantes : 

(i) ip w (v) = sauf si w < v, 

[0 si wsi > w, 

(iv) Vu £ W,^ 1 ^) = eP- v P. 

Remarque 7.2. — Un element / = (a w ) we w de riu>ew R[T]ip w est bien une fonc- 
tion de W a valeurs dans R[T]. En effet soit v £ W, d'apres la propriete (i), 
^2w£W a "wip w {v) est une somme finie ou les termes eventuellement non nuls corre- 
spondent aux elements u de W qui verifient u < v. 

On pose 4> w = {tij)- 1 ^™), et pour v £ W on note D v : K T (X) -> K T (X) 
l'application induite par D v : ^ — > ^ . La famille {ip w } w ew est une base du i?[T]- 
module Kt(X). 

Remarque 7.3. — Dans le cas fini, K T {X) s'identifie a K°(H, X) (voir [17]), et 
Kostant et Kumar montrent dans [17] que la base {tp w }wew de Kt{X) ~ K°(H,X) 
est reliee aux varietes de Schubert par les relations 

V(v,w)eW 2 , x (Xv,*$ w ) = S v , w . 
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Dans [17], Kostant et Kumar composent i* T avec <j> : F(W;Q[T]) F(W;Q[T}) 
definie par 4>(f)(w) = pour tout element / de F(W; Q[T]) et tout w &W. lis 

trouvent alors la sous algebre (notee * dans [17]) de F(W;R[T]) : 

*' = {/ &F(W;R[T]), telles que Vw e W, D' w f G F(W;R[T])}, 

ou les operateurs D' w sont dermis a partir des operateurs D[ donnes par 

raw - /( "^"' 

lis considerent les bases ip' w de (notee ip w dans [17]) et t w de Kt{X) reliees 

aux bases ip w et considerees dans cet article par les relations ip' w = (p(ip w ) et 
T w = ^w~\ 

7.2. Lien avec les varietes de Bott-Samelson. — Soit /Ui,...,/Ujv une suite 
quelconque de N racines simples. On pose T = . . . , n^) et on definit une appli- 

cation g de r dans X par multiplication : 

g([gi, . . .,g N ]) = gi x • • • x g N [B], 

ou x designe la multiplication dans le groupe G. Cette application est T-equivariante. 
Le theoreme suivant demontre dans [21] fait le lien entre Kt(X) et Kt(T) : 

Theoreme 7-4- — Pour tout element v du groupe de Weyl W , 

g *(r) = £ 

Pour demontrer ce theoreme, on a utilise dans [21] le resultat suivant dont on va 
donner une nouvelle demonstration : 

Lemme 7.5. — Soit tp G Kt(X) et tjj — i^w)- Pour tout e G £, on a alors 

X (T e ,g*(4)) = *(D R(e) (i > )(l)). 

Demonstration. — Dans [21], on a demontre ce resultat en generalisant un argument 
de geometrie algebrique utilise par Kostant et Kumar dans [17]. On va ici donner une 
demonstration basee sur un calcul du caractere a l'aide de la formule de localisation. 

Soit ip G Kt(X), on procede par recurrence sur 1(e). Le resultat est trivial si 
Z(e)=0. 

Supposons le resultat verifie pour tout e' de longueur strictement inferieure a p, et 
soit e de longueur p. D'apres le lemme 3.5 et la formule 17, pour e' < e, les poids de 
la representation de H dans l'espace tangent a r £ en e' sont les {— ai(e')} ie7r+ ( e ). En 
utilisant la proposition 4.1, on obtient alors 

XI 1 e, 5 (*V)) - 2^ n C1 -P<«((e') ^ ~~ ^ T7 C\ - P«i(«')V 
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Soit j le plus grand element de 7r+(e), et soit e = e—(j). En distinguant les elements 
e' tels que e'j = et ceux tels que e'j = 1, on obtient 



x(r e ,3*(*V')) = E 



+ E £ <- 

^(w(e'))-e-^') a ^(w(e')s w ) 



«'<S (l-e— i (e ' ) )n, 6lr+ ( i o(l-e 0, ' < "' ) )" 

On a done 



^rU„ +( ,)(l-e^')) 



1 - e _ "( e ') a J 



_ *^(4 M ^)(t>(e / )) 

fen ie7r+(e) (i-e-^))' 

i.e., d'apres la formule initiale, 

x(r £ ,5*(*^)) = x(r £ -,5*(*^^)), 

et done par hypothese de recurrence (e etant de longueur p — 1), 

x(r £ , 5 *(*V0) - <A, (e -)£(A,,^))(i) = *(£> £(e - ) ^.(v))(i) = *(A, (e) (v>))(i). 

□ 

Demonstration du theoreme 7.4- — On termine la demonstration du theoreme de la 
meme maniere que dans [21]. 

Soit v un element du groupe de Weyl W. D'apres le lemme 7.5, pour tout element 

e £ £, 

x(r e , 5 >^)) = *(A, (e) )(^)(i). 

Or, d'apres la caracterisation des fonctions {ip w }wew (proposition 7.1), 

v u eW,(D 11 (f))(i) = V 

On deduit des deux formules precedentes que pour tout e G £, 

(18) X<Fc,g t (*# V )) = 6v(.e),v- 

D'apres la caracterisation de la base {A<T}<=e£, on a done bien 

g*w) = x;*a[- 

□ 

Remarque 7.6. — Ce theoreme est utilise dans [21] pour donner une formule ex- 
plicate pour les fonctions ip w . Cette formule est demontree par d'autres methodes par 
William Graham dans [14]. 
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Exemple 7.7. — On se place dans le cas A2, et on considere T — T(ai, a.2, cti). Le 
theoreme 7.4 nous donne les relations suivantes : 



9*(i^) = *£fo)> 

<?*W> Sl ) = *Afi, ,o) + *Afo.o,i) + *£fi,o,i)' 

= *Af 0l i,o). 

9*(r iS2 ) = *Afi,i, ). 

= *Af ,i,i). 

5*(^ S1S2S1 ) = *Afi)- 

7.3. Structure multiplicative. — On note q^ v E i?[T] les constantes de structure 
defmies par les relations 

(19) rr = E iuj w - 

wew 

Remarque 7.8. — Meme dans le cas infini, cette somme a bien un sens. En effet, 
pour tout u' E W, les classes ^ w restreintes a X u i sont nulles sauf si w < v! . 

Dans [17], Kostant et Kumar donnent une formule pour calculer ces constantes de 
structure. lis definissent la matrice E — {e u ' v )( u ,v)ew 2 P ar 

e u > v = r(v), 

et pour w E W la matrice diagonale E w — (E w (u, , v )£\v 2 P ar 

E w {u,v) = 5 u ^ w {u). 
Pour w E W, on note Q w — (Q w (u, v))( u ,v)£W 2 l a matrice definie par 

Q w (u,v) = q™ v . 
Kostant et Kumar montrent alors la formule suivante : 

Qw — EE W E , 

ou l'inverse E^ 1 de E est une matrice a coefficients dans Q[T]. Pour trouver un 
coefficient, on doit done calculer la matrice E et son inverse. On obtient ainsi des 
expressions dans Q[T] qu'il faut simplifier puisque la matrice Q w est a coefficients 
dans R[T]. On va donner une methode de calcul plus efHcace si on veut calculer un 
coefficient particulier, et qui ne passe pas par le corps des fractions de R[T]. 

On fixe une decomposition reduite w = s fll ■ ■ ■ s MJV d'un element w du groupe de 
Weyl W. On pose M = (/xi, . . . , /zjv). 

Theoreme 7.9. — Pour tout couple (u,v) E W 2 , 

qs, v = *Rm({ E^ t )( E #))■ 
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Demonstration. — On pose T — T(/j,i, . . . ,/j,n), et on rappelle la definition de l'ap- 
plication g de T dans X : 

g([gi, ■ ■ -,9n}) = 91 x • • • x g N [B\. 
Si on applique g* a l'egalite 19, on obtient 

9 *(rr) = e <v9*{r), 

d'oit, d'apres le theoreme 7.4, 

( E 0( E *a?) - E C E *a2\ 

d'oit Ton tire 

( E^)( E a?)= E<« £ aF- 

Dans le terme de droite, le coefficient de /t^ est egal a 

<„• 

Dans le terme de gauche, d'apres le theoreme 6.6, le coefficient de fij^ est egal a 

*m(( E^ t )( E 

La famille {/zj 1 }^ etant une base du i?[T]-module Kt(T), on en deduit l'egalite : 

< v = *Rm(( J2sj)( e sj,)). 

□ 

8. Exemples 

8.1. Le cas SL(3, C). — On se place ici dans le cas A 2 , ou le groupe G est isomorphe 
a SL(3,C) et B C G au sous-groupe de SX(3,C) forme des matrices triangulaires 
superieures. Le groupe de Weyl W s'identifie au groupe des permutations de l'ensemble 
{1,2,3}. 

8.1.1. Calcul du produit tp tp . — Soit w = s Ml • • • s MJV une decomposition reduite 
d'un element du groupe de Weyl W, d'apres le theoreme 7.9 et quelque soit le groupe 
G, 

q^ = *R M {XlXl---X%\ 
ou M = (fii,fj,2, ■ ■ ■ mat). En effet, le seul element e de £ tel que v(e) = 1 est e = (0). 
Tout d'abord q\ 1 = 1 (on a toujours q™ w = ip w (w)). 
Ensuite, 

ql\ = *R ai {Xl) = * R^(^ ai ) = 
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et de meme, q{\ = — e" 2 . 
Ensuite, 

qlT = *R ai , a2 {Xlxl) = * R® a ^Xle- a *X{) = -e« 2 * R$, a3 (Xf) 

= e° 2 *R^ a2 (e- ai + (e~ Q1 ) 2 ) = e a2 (e ai + e 2ai ) = e Ql+Q2 (l + e Ql ), 
et de meme, g^ 1 = e" 1+a2 (l + e" 2 ). 

Enfin, g^ 281 = *i? M (X^X|X|), ouM= (ai,a 2 ,ai). On obtient done 

= e" 1 *^^ 2 !! + (e-" 2 ^) 2 ) = -e ai+2Q2 ^^(e-" 1 ) = - e ^+^\ 
On a ainsi obtenu 

{^f = -e ai ij} Sl - e Q2 f 2 +e Ql+Q2 (l + e Ql )^ SlS2 

8.1.2. Calcul du produit ip 1 ^ 81 . — Tout d'abord, g^ Si = ^(si) = e Q1 . 
Ensuite, 

91 s :,? = *i? Ql , Q2 (M* 2 2 ) = - * R$ ia ,(X 1 Z 1 e- a 'X 1 ) 
= * R { Il a2 (XlZi) = -e" 2 * R ( °\ a2 (e- 2ai ) = -e 2ai+ « 2 , 

et de plus, 

Ci = (*i 2 * 2 Z 2 ) - *R® ai (X*e- a *X 1 ) 

= e Ql * JJ^a.^i) = -e ai * R ( ° 2 \ ai (e- a2 + e" 2 " 2 ) = -e ai+a2 (l + e" 2 ). 
Enfin, ql 2 ^ 182 = *R M (X 2 X 2 Z 2 X 2 ), ou M = (a 2 ,a 1 ,a 2 ). On a done 

- - * R<f){XlX 2 Z 2 e- a2 X^X 2 ) = -e" 2 * i?f(X 2 2 Z 2 ) 

= -e" 2 * ^(e- 2Ql X 2 ) = e 2ai+a2 * fl^e"" 2 ) = e 2 «i+ 2 " 2 . 
On a ainsi obtenu 

Xp 1 ^ 81 = e ai lp S1 — e 2ai + Q2 -0 slS2 — e ai+a 2 ^ _|_ e ot2^S2Si _|_ e 2ai+2a 2 ^,siS2Si 

On a de meme (en changeant ai en a 2 et si en S2) 

^!^ S2 = e OL2 i) S2 - e ai+2a2 tp S2Sl - e ai+a2 (l + e ai )rp SlS2 + e 2ai+2a2 tP SlS2Sl . 



8.1.3. Calcul du produit ^ Sl ip s K — Tout d'abord, q s s \ Si = ip Sl (si) = 1 - e Ql . 
Ensuite, 

QtlX = *R ai ,a 2 (Z 2 X 2 ) = - * R$ ia2 {Z*e-°«X 1 ) = -e" 2 * R^.^X.Z 2 ) 
= -e" 2 *RW a2 {e~ ai {l -e" ai )) = -e" 1+ " 2 (l - e" 1 ), 

et de plus, 

qZk = *i?« 2 , Ql (^ 1 2 ^ 2 ) = *fl£ ai (*i(l - e- ai Xi)) = *R$, ai ( X i e" Ql ^i) 

= - * ( e ~ aa " e- Ql (e- Q2 + e- 2 " 2 )) = -e" 2 (l - e ai - e" 1+a2 ). 

Enfin, q B s l% 82 = *Rm{X 2 Z%X$), ou M = (a 2 , ai, a 2 ). On a done 

= - * R$(X?Zte- a *Xr 2 X 2 ) = -e" 2 * R$ {X 2 Z 2 ) 

= -e" 2 * R^(e- ai X 1 {l - e-^Xi j) = e ai+a2 * ^(-e^ 1 "" 2 ) = - e 2 <«+ 2 «\ 
On a ainsi obtenu 

{tp Sl f = (l-e ai )^ Sl -e ai+a2 (l-e ai )Vi SlS2 -e a2 (l-e ai -e ai+a2 )^ S2Sl -e 2ai+2a2 ^ SlS2Sl . 

On a de meme (en changeant ai en a 2 et si en s 2 ) : 
(V> 82 ) 2 = (l-e Q2 )^ S2 -e Ql+Q2 (l-e Q2 )^ S2Sl -e ai (l-e" 2 -e ai+ " 2 )^ SlS2 _ e 2 «i+2"2^iS2Si _ 
5.1.^. Calcul du produit rjj Sl tp S2 . — Tout d'abord, 

q s sl% = *R ai , a2 (XiZ 1 X 2 Z 2 ) = *RV aa (X 1 Z 1 e- a 'X 1 ) 

et de meme, q s s 2 % = e ai+2a2 . 

De plus, ql 2 ^ 2 = *Rm(X 1 Z 2 X 3 (X 1 X 2 Z 3 + Z X X 2 X 3 + Z X X 2 Z 3 )), ou M = 
(a 2 , ot\, a 2 ). On voit facilement que les deux derniers termes se compensent, et on 
obtient 

llZT = *Rm(X 2 X 2 Z 2 X 3 Z 3 ) = *R$(XfX 2 Z 2 e- a2 X^ 2 X 2 ) 

= e a2 * R®(X 2 Z 2 ) = e a2 * R$(e- 2ai X 2 ) = - e 2a ^+ a2 * fl^e"" 2 ) = - e 2ai+2a2 . 
On a ainsi obtenu 

if) 91 ^ 82 — e 2Q i+ a 2^siS2 _|_ e ai+2a 2 ^,S2Sl _ g 2ai +2a 2 ^si*2 »i _ 
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8.1.5. Autres resultats. — On obtient facilement les resultats suivants : 

^,l^siS2Si _ e 2a 1 +2a2 1 ps 1 s 2 si 

^>1^1*2«1 = g«l+«2( 1 _ e «l+a2 ^81828^ 
^8182^8,828, = ^2 (J _ g"!^ _ g«l +«2 «2 «1 j 

(i/> SlS2Sl ) 2 = (1 - e ai )(l - e" 2 )(l - e ai+a2 )^ SlS2Sl , 
(^ S1S2 ) 2 = (1 - e ai )(l - e «i+« 2 )^ s i S2 - e a2 (l -e Q1 )(l -e" 1+a2 )i/> slS2S1 , 

= e a 2 ^ _ e «l+«2)^ 2Sl _ e «l+«2( 1 _ g«l +«2 S 2Sl ^ 

^i^i*i*2 = e «i+«2( 1 _ e «i)^8i82 + e 2a 1 +2a 2 ^ SlS2 8 1) 
ffi'lj) 3132 — e 2a i+ a 2^,sis 2 _ e 2ai+2a 2 ^siS2Sl^ 
1 J ) s l S2 1 J ; S2S l _ e ai+a 2 ^ _ g ai+a 2 -j^siS2«l 

Les six autres produits s'obtiennent en permutant si et S2 d'une part, et ct\ et ol 2 
d' autre part. 

8.2. Quelques autres calculs. — 

8.2.1. Calculs dans le cas B 2 . — On se place dans le cas B 2 ou la matrice de Cartan 
2 -2^ 
v -l 2 

On calcule d'abord q{ 2 ^ S2 = *R M {X 2 X 2 Z 2 X$), ou M = (a 2 ,ai,a 2 ). On a done 
CT = - * B${XlX 2 Z 2 e- a *X?Xl) = -e" 2 * R$(XiZ 2 ) 
= -e a2 * R^( e - 3ai Xf) = - e 3 «i+« 2 * R$(Xf) = e 3ai+2a2 (l + e" 2 ). 
On calcule maintenant 

q s i%T 2S1 = *RM(x 1 x 2 x 3 x i (x 1 z 2 x 3 x i + x x z 2 x 3 z A + x x x 2 x 3 z±)), 

ou M = (a 2 , ai, a 2 , a\). On voit facilement que les deux premiers termes se com- 
pensent et on obtient 

<C 1S2S1 = *R M (X!XIXIX 4 Z 4 ) = *R®(XfX$Xie- ai X 1 X^X 3 ) 
= e Ql * Rfhxfxl) = -e ai * R®{xl{e- a *X?Xl + e^X^X^)) 
= _ e «i+«2 * R<?)(XiXl + e- a *X^Xi) 
= e ai+a2 * R ( M } (e- ai Xf + e - ai - a2 + e- 2ai - a2 X 1 + e -301-02 ^) 

_ e ai+Q2 ^_ e "l+"2 _|_ e ai+a 2 _ e 3ai+2a 2 ^ _ _ e 4ai+3a 2 

Dans cet exemple, on s'apergoit que des termes peuvent se compenser meme quand 
on n'a qu'un monome au depart. 



est A = 
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On calcule enfin qtl^X = *Rm{M z I z I x I) ou M = {a 2 ,a u a 2 ,a{). On ob- 
tient 

qZZ\ S s\ = * R^{X\ZlZle-^X x X?Xz) = -e* 1 * R^ {X\X^ 2 Z 2 X 3 Z 2 ) 
= -e ai+a2 * R ( ^{X 1 Z 2 {1 - e- a2 X^ 2 Xl)) 
= _ e «i+«2 ^R ( ^{X 1 -e- ai Xl - e- 2ai - a2 X 1 +e- Zai - a2 Xl) 

_ _ e 2ai+2a 2 Q _ g2ai+a 2 ^ 

£/n calcul dans le cas G 2 . — On se place dans le cas G 2 ou la matrice de 

/ 2 -1\ 
Cartan est A = I ^ J et on calcule 

iZXsT = *Rm((X 1 Z 2 X 3 X 4 + X X Z 2 X 3 Z A + X X X 2 X 3 Z A )X X Z 2 Z 3 X A ), 

ou M — (a\,a 2 ,ai,a 2 ). On voit facilement que les deux derniers termes s'annulent 
et on obtient 

C 2 %%T = *Rm(X 2 1 X 2 Z 2 X 3 Z 3 X 4 Z 4 ) = e" 2 * Rf]{XlX^Z 2 XlZ 3 ) 
= e 2ai+a2 *R { m\x^XIZ 2 ) = e 2ai+ea2 *R { ^{Xt) = -e 3ai+6a2 (I + e ai + e 2ai ). 

8.3. K-theorie ordinaire. — La if-theorie ordinaire de X, notee K(X), est le 
groupe construit a partir du semi-groupe des classes d'isomorphisme de fibres vecto- 
riels complexes de dimension finie au dessus de X. La if-theorie du point s'identifie a 
Z, et K(X) est munie d'une structure d'anneau definie a l'aide du produit tensoriel. 
On note ev l'application canonique Kt(X) — > K(X). Dans [17], Kostant et Kumar 
montrent le resultat suivant : 

Proposition 8.1. — L'application canonique ev : Z <S>r[t] Kt(X) — > K(X) est un 
isomorphisme, oil Z est considere comme un R[T]-module par l'application de R[T] 
dans Z definie par revaluation en 1. 

Pour w 6 W, on pose ipf = ev(if) w ) G K{X). D'apres la proposition precedente, la 
famille {ipf} W £W est une base du Z-module K(X). C'est la base duale (pour *) de 
la base de K(X) construite par Demazure dans [8] (voir [17]). Le theoreme 7.9 et la 
proposition 8.1 permettent de calculer les constantes de structure par rapport a cette 
base. On note t™ v les entiers relatifs definis par 

Ces entiers se calculent en evaluant en 1 les constantes de structure q™ v de Kt(X). 
On peut ainsi restreindre le theoreme 7.9 au cas de la if-theorie ordinaire. Pour cela, 
on va introduire des applications rjj qui sont les evaluations en 1 des applications 
Rm definies dans la section 6. 
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Soit w 



■ s^ N une decomposition reduite d'un element w du groupe de Weyl 



W. On pose M = {pi , . . . , /in) et 

U = 1[X\, . . . , Xn, X[ l , . . . , X^,Zi, . . . , Zn]- 
Pour 1 < i < N, on definit m, eW par 



J<1 



Definition 8.2. — Soit e un element de £ — {0,1}^ de longueur I strictement 
positive. On note {i\ < ■ ■ ■ < i{\ les elements de 7r+(e). On definit alors l'application 



M 



U 



de la maniere suivante 



(i) r e M est Z-lineaire, 

(ii) si P € U est un monome non nul qui s'ecrit sous la forme P = SXf Z£ ou 
S € IA est de degre en X^ et Z^, , et ou s est un entier positif et r un entier 
quelconque, 



r e M (P) 



(tit) r { ° ) (P)=P(X i = l,Z i = 0). 



M 



M 



M 



(5(1 



m u + m| ; + 



M 



S(l + m: 1 + - + m[ | )) 
(5) 



O) 



sis > 0, 

sis = etr > 1, 
si s = et r < 0, 







si s = et r 
si s = et r 



Ces trois relations definissent completement (recursivement) les applications r^. 

n (!) 
On pose r M = r K M ' . 

Pour e 6 £, on pose sf = riie7r_(e) rije7r + (e) ^ e ^- ^ e theoreme suivant est 
une consequence immediate du theoreme 7.9 : 

Theoreme 8.3. — Pour tout couple (u,v) £ W 2 , 

tl v =r M (( E «?))■ 

Exemple 8-4- — On se place dans le cas G2, et on calcule 

,s 2 sis 2 s 1 S2 / V 2 V 2 V 2 V 2> \ 

4,1 — r M(,^i A 2 A 3 A 4 A 5 J, 

ou M = («2, Qi, «2, cki, 0:2). On calcule d'abord les monomes mi : 



3> 



m.5 — 2 A*2X 3 2 X4, 

m 4 = A^X^X 

m 3 = X^ 2 X 2 , 

1712 

mi = 1, 



a1, 
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ce qui nous donne 

t^ lS2SlS2 = -r { M\xlXi) = r$(X?X 2 X* + X*X^X$) 

= -r§ ((X^l + X^Xl) + (Xf + XfX 2 + X\ + X^X\ + X^X^)) 

= r£ (Xf + (Xl + Xf) -Xf + + Xf + (X, + Xf) + (Xf 1 + X\ + Xf)) 
= -3-1-4 + 3 + 0- 2 + 0- 3 + 2-1-4 = -13. 

Remarque 8.5. — On peut egalement restreindre les resultats des sections 5 et 6 
au cas de la if-theorie ordinaire. On montre en effet facilement par recurrence sur la 
dimension que la proposition 8.1 est vraie pour les tours de Bott. 
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